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Présentation de I’organisation de I’unité
d’enseignement

Cette unité d’enseignement est organisée sous forme de classe inversée, de la fagon suivante :

Pour chacune des semaines d’enseignement (12 semaines)

1. Elle commence par un travail personnel (environ 1 heure)
— Visionner 2 ou 3 vidéos sur la vidéotheque
— Lire le chapitre du poly correspondant
— Répondre a un QCM sur la plateforme pédagogique (Avant la veille du CM 23h00)

2. Elle se poursuit par un travail en CM
— 20 minutes : Questions sur le cours, et compléments (les retards ne sont pas acceptés).
— 40 minutes : Travail en petit groupe sur un theme du cours, avec une production a rendre en fin de séance.
— 15 minutes : Correction du travail de groupe.

3. Elle se continue par un travail classique de résolution d’exercices en TD (2h30)
— On cherche les exercices durant la séance.
— On comprend la correction durant la séance, quitte a poser des questions a 1’enseignant.

4. Elle se termine, si besoin, par un travail personnel de mise au point de I’ensemble.

L’évaluation de cette UE est constituée de trois éléments :

— Résultats aux QCM.

— Productions de groupe en CM.

— Controle de fin de semestre. Durant le contrble les documents et calculatrices sont interdits, toutefois une
feuille manuscrite A5 ou A4 recto est tolérée.

Chapitre 1

Calcul différentiel

1.1 Notation

Définition 1.1 1) On appelle fonction scalaire une fonction de R dans R, dans ce cours elles seront représentées par
les lettres latines minuscules : f, g, h ou parfois F;, G;.

2) On appelle fonction vectorielle toute fonction de R dans R™, dans ce cours elles seront représentées par les lettres
latines majuscules : F, G, H.

3) On appelle champ scalaire toute fonction de R"™ dans R, ils seront notés en lettres grecques minuscules :  (phi),
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1.2. RAPPELS SUR LES FONCTIONS SCALAIRES A.Mizrahi

Y (psi), & (xi), ou parfois ®;, V;.
4) On appelle champ vectoriel toute fonction de R™ dans R™, on les notera avec des lettres grecques majuscules ®
(phi), ¥ (psi), I'(gamma).

Remarque 1.1 a,b,c,d, o, 3, x,y, z, 1, T2, T; représenterons des réels (scalaires), n, p, ¢, k des entiers et X, Y, M
des éléments de R".

1.2 Rappels sur les fonctions scalaires

Définition 1.2 Une fonction scalaire f est dérivable en un point a si le taux de variation :
f(z) — f(a)
T—a

posseéde une limite finie lorsque x tend vers a. on note alors f'(a) ou %(a) cette limite.

Remarque 1.2 Cela s’interprete géométriquement a I’aide de la tangente en a a la courbe représentative de f. En
effet L&)=/(@) ) f (@) egt le coefficient directeur d’une corde, la corde limite lorsque les deux points viennent a se toucher
est la tangente qui a alors f’(a) comme coefficient directeur. L’équation de de la tangente en (a, f(a)) a donc pour

équation y = f(a) + f'(a)(x — a).
La dérivée de f en a, f’(a) correspond donc a une sorte de coefficient de variation de f au voisinage de a, en ce sens
que si la variable x varie de dx autours de a alors f(z) varie d’environ f’(a)dx autours de f(a).

Dans la suite on suppose que les fonctions sont autant de fois dérivables que nécessaire, et au moins dérivables.

Définition 1.3 Une fonction f est négligeable devant une fonction g au voisinage d’un point a si le rapport % tend
vers 0 lorsque x tend vers a. On note alors f = o(g).

Proposition 1.1 [ est dérivable en a si et seulement si il existe | € R tel que f(x) = l(z — a) + o(x — a).
Exemple 1.1 En 0 on a z/x = o(x), par contre en +00 on a x = o(x+/x).

Remarque 1.3 Cette définition n’est plus opérationnelle si la fonction g s’annule dans un voisinage de a dans ce cas
il est préférable de prendre comme définition, il existe une fonction e définie au voisinage de a, qui tend vers 0 en a, et
telle que Vx, f(z) = g(z)e(x), la encore cela revient a définir rigoureusement qu’au voisinage de a, f est beaucoup
plus petite que g.

Remarque 1.4 Au voisinage de 0 on a 2™ = o(z™) si et seulement si n > m.
2?2 =o(x) etz = o(1)

Proposition 1.2 formule de Taylor : Si f est n fois dérivable en a alors au voisinage de a on a :

F(2) = £(@) + F(@)(@ — @) + 5 (@)~ 0 + 3 f" (@)~ ) + o+ O @) — )" + oz — a)")

Définition 1.4 On dit que : f(a) + f'(a)(z — a) + 5 f"(a)(x — a)? + " (a)(z — a)® + ... + 2 fV(a)(z — a)"
est la partie principale du DL.
1.3 Dérivés des fonctions vectorielles

Définition 1.5 Soir F' une fonction vectorielle, F'(t) = (Fi(t), Fa(t), ..., F,,(t)). On appelle fonction vectorielle dé-
rivée de I la fonction vectorielle définie par F'(t) = (F{(t), F§(t), ..., F,(t)). On peut aussi la noter “L(t).

Exemple 1.2 Si F(t) = (£2,1n(2 + t2)) alors F'(t) = (2t, 5245).
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1.4. CHAMPS SCALAIRES A.Mizrahi

Interprétation graphique : Dans le cas ou n = 2 I’image d’une fonction vectorielle F'

ImF = {F(t) € R?,t € Dp} est une courbe du plan, on dit alors que F est une paramétrisation de cette courbe. De
méme dans le cas n = 3 I'image d’une fonction vectorielle I est une courbe de I’espace, on dit alors que F' est une
paramétrisation de cette courbe.

Une autre interprétation graphique possible dans le cas n = 2 c’est de regarder le graphe de la fonction c’est a dire
I’ensemble des points de I’espace de la forme (z, F'(x) on obtient alors une courbe de 1’espace , im(F') est alors la
projection du graphe sur le plan d’équation = = 0.

Exemple 1.3 Si F'(t) = (cos(t),sin(t)) alors Im(F') est le cercle de centre 0 et de rayon 1.
SiVt € [0;1], F(t) = (za + t(zp — x4),ya + t(y — ya)) alors Im(F) est le segment [A4; B)].

Une interprétation possible est d’imaginer que F'(t) représente la position d’un point matériel a I’instant ¢ alors F”’(t)
représente son vecteur vitesse a I’instant ¢ et F(¢) représente son vecteur accélération au temps t.

Proposition 1.3 On a clairement :
1
F(t) = F(to) + F'(to)(t — to) + 5F”(to)(t —t0)? + o((t — t9)?)

. . . F(t :
Preuve : La notation o((t — t()?) représente une fonction F' de R dans R" telle que tthl (lﬁl(t)|)|2 = 0. I suffit d’écrire les
—to — 19
composantes des fonctions vectorielles et I’on se ramene a du calcul de dérivée sur des fonctions scalaires, et de remarquer que

si les composantes d’une fonction vectorielle tendent vers 0, il en est de méme de la norme.

Proposition 1.4 On a les regles de calculs suivantes :

a) (aF +bG) = aF' 4+ bG'.

b) < F,G >'=< F',G >+ < F,G" > on < ; > est le produit scalaire de R™.

o) (fF) = fF+ fF

d) Dans le casoun =3 ona (FAG) =F NG+ FAG', o A est le produit vectoriel de R>.

Preuve : 11 suffit d’écrire les composantes des fonctions vectorielles et I’on se raméne a du calcul de dérivée sur des fonctions
scalaires.

1.4 Champs scalaires

H vidéo 3: (eﬂamvrw Acaﬁainm, dérinsées /r\mb.eoﬂe,&, @gi
La notion de dérivée est plus complexe ici car il y a plusieurs variables. On va commencer par définir la notion de
dérivées partielles.

Exemple 1.4 ¢(z,y) = 22 + 2.

Interprétation graphique : Dans le cas n = 2 on peut regarder le graphe de ) c’est a dire I’ensemble des points
de la forme (x,y,v(x,y)) on obtient ainsi une surface de ’espace. Mais on peut aussi regarder le noyau de ¢ on
obtient alors un courbe du plan si n = 2 et une surface de I’espace si n = 3.

Définition 1.6 On appelle dérivée partielle de ¢ par rapport a la i éme variable au point (a1, ...a,) la dérivée en
t = a; de la fonction scalaire

fz(t) = <p(a1, e i1, t,a441, an)

on note alors g—g‘i(al, wwsap) = fl(a;) cette dérivée partielle.

219
x§+1

Exemple 1.5 Si ¢(z1, 72, 73) = x1 + In(23 + 1) + 2923 alors (%2(@17 ag,as) = xy et g—é(al, ag,ag) = + 23

Calculer la ieme dérivée partielle revient a considérer toutes les autres variables comme des constantes et a dériver
juste par rapport a la variable x;.

Remarque 1.5 On se permet les abus d’écriture suivants si 1’on définit p(z,y) = 2y alors g—;’j correspond a la
dérivée partielle par rapport a la premicre variable.
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1.4. CHAMPS SCALAIRES A.Mizrahi

Remarque 1.6 De méme que pour la remarque 1.2 la dérivée partielle de  par rapport a = au point (xg, o),
g—i(xo, yo) correspond donc a une sorte de coefficient de variation de ¢ au voisinage de (x¢,yo) dans la direction
de x, en ce sens que si la variable z varie de dz autours de xg, et y restant constante égale a yq alors ¢(x,y) varie
d’environ g—i(:vo, yo)ox autours de p(xq, yo).

Proposition 1.5 Sous des conditions peu restrictives (fonction différentiable) on a le développement limité d’ordre 1
(DLy) :

P(.9) = (a0, 30) + 52 0, 0)(@ — 30) + 5 0, 10) (= 30) + o = 0,5~ )]

Remarque 1.7 On peut donc prolonger la remarque 1.6 la variation de la fonction ¢(xg, yo) lorsque x varie de dz et
y varie de 0y est égale a la somme de la variation en z : g—ﬁ(xo, yo)ox et de la variation en y : %(xo’ Y0)0y.

Remarque 1.8 Ici il faut comprendre le o(||(z — 20,y — yo)||) comme un champs scalaire qui tend vers 0 plus vite
que la norme du vecteur (x — g,y — yo) ce qui revient encore & :

i o(Il(x = zo,y — yo)ll)

=0
(zy) = (zowo) ||z — 20,y — yo)||

Définition 1.7 On appelle différentielle et on note dep, l’expression :

Z &TZ M) d;

Ce qui permet d’écrire de facon condensée un DL, de ¢ :

p(M) = (M) + dip(Mo)MoM + o(|| MoM )

Que I’on peut comprendre ainsi pour tout (hy; ha, ..., hy) : de(M)(hi; ha, ... hy) = 3, 22 (M)h;. La propo-

1 Ox;
sition 1.5, est tres proche des DL1 pour les fonctions scalaires :

o[l — z0,y — o)ll)
o(x — xg)

Champs scalaires | o(z,y) = ¢(z0,%) + do(zo,y0)(@ — 20,y — Yo)
Fonctions scalaires | f(z) = f(zo) + I (xo)(z — x0)

_l’_
+

Proposition 1.6 On a les regles de calculs suivantes :
a) ax(w + bw) = aaxcp + b
b) ax(ww) = axw + ‘P@x

Preuve : a) et b) ne cause aucun problémes on se raméne au cas des fonctions scalaires.

H wvidéo 4: Donivation d'ume composce d'um cRamp scolaine et de fonctions scalaines.

d 0 0
Théordme 11 @) o (F(1), (1)) = 5.7 (/1) 9(0) £'(1) + 5.7 (£ 9(1))g' (1)
b)
0 0 0 0 0
%ao(w(x, D-£) = 5o (0w 9). 8 0) g (0.0) + 52 (0l,) o 0) 5 00)
Remarque 1.9 5= est un nouveau champs scalaire dont on peut calculer les dérivées partielles.

Théoreme 1.2 (dit de Schwartz )
Sous certaines conditions peu restrictives (fonctions deux fois différentiables) on a :
0% B 0%
89@-8@ N 856]8%2

Théoreme 1.3 (Développement limité d’ordre 2 )
Soit un point My = (x0, yo) on a pour une fonction assez réguliére :

Oy 0y 0%

0% 0%
2
o 8y(MO)k+ (6 5 (Mo)h

Bty MR+ 55 (MoK ) (. )1)

qgmdeflam\amei

o(xoth, yot+k) = o(Mo)+—--(Mo)h+

) Cowws de o semaime 2
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1.5 Champs vectoriels

H vidéo 5: ‘Qﬂmw wectofuaﬂa, mabrice j
On se limite au cas n = m = 2 mais le cas général n’est pas plus compliqué, en fait il suffit de se ramener a
I’étude précédente en regardant ¢ coordonnée par coordonnée.

P, el
P(x,y) = ( By ) Onaalors ( Y) = < 58, )

ox

Définition 1.8 Différentielle d’un champ vectoriel.

8@1 8@1 Fo L0 09,
dd = = 9z | d du = —dr + —d
<d¢’2> < 6©2dm—|— a;dy o Jar oty | or Ty
Proposition 1.7 Si V= p®onad¥ =dp® + pdd.

1,2

Y
2in(y)
nées de ® au point (3;1) : 2%y = 9+6(x—3)+9(y—1)+o(||(z—3,y—1)||) etz In(y) = 3(y—1)+o(||(x—3,y—1)|)
donc

Exemple 1.6 Soit ®(z,y) = ( > on écrit des développements limités d’ordre 1 pour chacune des coordon-

(946 —3)+9(y— 1)+l @3,y — D))
@(””‘< 3y — 1)+ oz — 3. — )] )

o) = (5 )+ (g ) e-9+(3 ) u-D+olie-3-10)

ce qui s’écrit encore matriciellement

o= (o )+ (o 5) (523)+ollie-3-10

La matrice 2 x 2 qui apparait naturellement s’appelle matrice Jacobienne de ® au point (3, 1). Ici le o est un champ

donc

. . —
vectoriel dont la norme est petite devant la norme du vecteur My M = (x — z9,y — yo).

Définition 1.9 On appelle matrice Jacobienne de ® en (xq,yo) la matrice :

91 (20, 90) 221 (20, 0)
J® (0, Y0) ( 8‘1>2($0,y0) %(ﬁoayo)

r — o

Proposition 1.8 On a la relation ®(x,y) = ®(x0,yo) + JP (0, y0) < y—y
)

)+ ol — 20,5~ o))
— —
qui s’écrit aussi (M) = ®(My) + JP(Mo)MoM + o(||MoM]||)

Remarque 1.10 Pour écrire la différentielle a I’aide de la matrice jacobienne il suffit de remarquer que d® =

oy
JO(z,y) dz , le vecteur do est souvent noté dOM ou dM.
dy dy

Remarque 1.11 Au voisinage du points (zg, y0), ¢ agit comme I’endomorphisme (application linéaire) de matrice
J®(x0,yo) dans la base canonique, or cette application linéaire multiplie les aires par la valeur absolue de son déter-
minant. Ici localement, au voisinage du point (z, yo), ¢ multiplie les aires par Idet(J®(xo, yo))!.

1.6 Interprétations géométriques, tangentes et plans tangents

1.6.1 Courbes du plan

Il y a plusieurs fagons de définir une courbe du plan, nous allons en étudier 3.
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1.6. INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES, TANGENTES ET PLANS TANGENTS A Mizrahi

Graphe d’une fonction scalaire

C’est ce que 1’on connait le mieux, G = {(z, f(z)) € R?/ x € R} est une courbe du plan.

Exemple 1.7 a) f(z) = 22 alors G est une parabole.

b) f(z) = V1 — 22 dans ce cas G est un demi cercle. La tangente 2 G en un point (zg, f(z)) est la droite d’équation
y = f(zo) + f'(x0)(x — xg). c’est donc le graphe de la fonction g(z) = f(zo) + f'(z0)(z — x¢) c’est & dire la partie
principale du DL1 de f en xg.

Courbes parametrées

Soit F une fonction vectorielle de R dans R?, G = ImF = {F(t) € R?/t € R} est alors une courbe du plan.

Exemple 1.8 F'(t) = (cos(t),sin(t)) dans ce cas G est un cercle.
F(t) = (ch(t),sh(t)) dans ce cas G est une branche d’hyperbole, car on a la relation ch?(t) — sh?(t) = 1.

On veut décrire la tangente a G en un point F'((). Pour cela faisons un développement limité de F en ¢
F(t) = F(to) + F'(to)(t — to) + o(t — to)
Les points de la courbe G qui s’écrivent F'(t) avec ¢ proche de ¢( sont trés proche des points
L(t) = F(to) + F'(to)(t — to)

car pour ¢ tres proche de tg le o(t — tg) est tres petit devant F’(to)(t — to) (si toutefois F’(tg) # 0). Or I’ensemble
des points L(t) est une droite, c’est la tangente a G en F(t() et donc la tangente en F'(tp) a Im(F') est Im(L). Il faut
remarquer que ceci n’est vrai que si F”(tg) # 0, sinon la tangente peut exister ou ne pas exister.

Exemple 1.9 F'(t) = (¢ cos(t);sin(t)), on remarque que F(0)=0et F'(5
tsin(t); cos(t) donc F'(0) = (1;1) et F'(§) = (=5;0). En O, L(t) =
passant par 1’origine et de vecteur directeur (1;1). E (0, 1) L(t) = (0;1)
horizontale passant par (0; 1).

) = (0;1) dérivons F, F'(t) = (cos(t) —
0 + (1,1)t donc la tangente est la droite
+ (=%;0)(t — &) c’est donc la droite

Equations

Soit ¢ est un champs scalaire de R? dans R, G = Keryp = {(z,y) € R?/ ¢(z,y) = 0} est alors une courbe du
plan.

Exemple 1.10 ¢(z,y) = 22 4+ y? — 1 alors Kery est le cercle d’équation 22 + 3% = 1.
Exemple 1.11 ¢(z,y) = 22 — y?> — 1 alors Kery est une hyperbole.
On s’intéresse a la tangente & G au point (z¢;y9) € G or
dp dp
o(x,y) = p(xo,y0) + 873(36073/0)(36 — x0) + (ny(ﬂCo, Y0)(y — o) + o(||(z — 0,y — yo)|)

mais p(x,yo) = 0 car (xg,yo) € G donc au voisinage de (g, 3o) la partie la plus importante de ¢(z, y) est :

0 0
a*i(woyyo)(m —x0) + %(ﬁoyyo)(y —Y0)

Pour que (z,y) appartiennent a G il faut et il suffit que ¢(x,y) = 0 ce qui en premiere approximation donne
g—f(xo, yo)(x — xo) + g—‘g(:vg, Y0)(y — yo) = 0. Si on note :

L(2.9) = 52 oo, o) (& = a0) + 55 0, 0) o — )

la tangente a KerF' en (xg,yo) est KerL. On remarque comme précédemment que ceci ne définit une droite que si
dp(x0,yo) est non nulle, sinon il faut faire un DL a un ordre supérieur.
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1.6. INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES, TANGENTES ET PLANS TANGENTS A Mizrahi

Exemple 1.12 ¢(z,y) = 2%y —y?+2 on vérifie que le point (1 ;2) appartient bien 2 Kery puis calculons les dérivées
partielles

dy dy 9
Swy) =2my et (ey) =t~ 2y

donc g—‘g(l; 2) =4 et g—‘;(l; 2) = —3 I’équation de la tangente & G en (1 ;2) est donc
4(x — 1) — 3(y — 2) = O soit encore 4z — 3y = —2.

S@\mdeQaAejmaimeQ
ﬁ@&umdeﬁabymwg

1.6.2 Surfaces de I’espace

Il y a plusieurs facons de définir une surface de I’espace, nous allons en étudier 3.
H W?@WW&WW@Q&&QW
Graphe d’un champ scalaire

G = {(z,y,(x,y)) € R3/ z,y € R} ot ¢ est un champ scalaire de R? dans R. A chaque couple (z,y) on
associe un z ce qui nous permet de définir une surface de 1’espace.
Exemple 1.13 a) o(z,y) = 22 + 292 alors G = {(z,y, 22 + 2y?) € R3/ 2,y € R}

Lorsque (z,y) est trés proche de (o, yo) alors 1 (x, y) est trés trés proche de
0 %}
¥ (o, yo) + (%}(xo,yo)(x — o) + (;5(960, Y0)(¥ — ¥o)

car I’erreur commise est un o(||(z — zo, y — yo)||), il est donc "trés petit" devant le vecteur (z — zo, y — yo). Le graphe
de ce champ L(z,y) = ¥ (xo,yo) + g%(l’m yo)(x — o) + %(:co, y0)(y — yo) est un plan, c’est le plan tangent a G

au point (xo, Yo, ¥ (0, Yo))-

Exemple 1.14 Sil’on reprend I’exemple précédent en (2,3) ona %—i’ (2,3) =4et %—‘5 (2,3) = 12, donc le plan tangent
est le graphe du champ

o
ox

(2,3)(x —2) + ai/’(z,?:)(y —3) =22+ 4(z—2)+12(y — 3)

L(w,y) = $(2,3) + o

ce qui correspond au plan d’équation : z = 22 + 4(z — 2) + 12(y — 3) soit 4z + 12y — z = 22.

Surfaces paramétrées

Soit ® un champ vectoriel de R? dans R? alors G = Im® = {®(u,v) € R3/ u,v € R} est une surface de
I’espace.

Remarque 1.12 Pour tout u,v € R, ®(u,v) € R? donc G est bien une partie de R3. Il y a deux paramétres lorsque
u varie et v fixe on obtient une courbe. Pour chaque v on a une courbe, qui toutes regroupées forment une surface.

Exemple 1.15 Soit ®(0,w) = (cos(f) cos(w), cos(f) sin(w), sin(f)), I'image G de ® est la sphere de centre O et de
rayon 1. On remarque en effet que si (z,y, z) € Im® alors 22 + 32 + 22 = 1, la réciproque se montre aussi...

On veut déterminer le plan tangent 2 G en un point (6, wp). Pour cela faisons un développement limité de ¢ en
(00, wo)

@(0,&)) = (I)(eo,wo) —+ 88%(90,(.00)(0 — 00) + g—i(%,wg)(w — LL)Q) + o(||(0 — 90,&) — WO)H)

Les points de la surface G qui s’écrivent ®(0,w) avec (6, w) proche de (6p,wp) sont tres proche des points L (6, w)

avec
oo o0
L(H,w) = @(90,&)0) + %(90,%)(9 — 90) + %(eo,wO)(w — wo)
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1.6. INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES, TANGENTES ET PLANS TANGENTS A Mizrahi

car pour (0, w) tres proche de (6p,wp) le 0(0—0y, w—wy) est tres petit devant %—‘3 (0o, wo)(0—00)+ g% (6o, wo)(w—wp)
or I’ensemble des points L() est un plan, c’est le plan tangent a G en ®(6y, wp) et donc le plan tangent en (6, wp)
aIm(®) est Im(L). Il faut remarquer que ceci n’est vrai que si ImL est un plan, c’est le cas lorsque les deux vecteurs
%—g’ (0o, wp) et g—g (6o, wo), sont linéairement indépendants. Lorsque les deux vecteurs sont colinéaires le plan tangent
peut ne pas exister.

Exemple 1.16 ®(0,w) = (w,03,¢*?), P = (1,0,1) = ®(0,1) € Im®

Le plan tangent a la surface en P est donc le plan de base ((O, 0,—-1); (1,0, 0)) et passant par le point (1,0, 1) c’est
donc le plan d’équation y = 0.

Equations

Soit ¢ un champ scalaire de R? dans R, G = Kerp = {(z,v,2) € R3/ ¢(z,y,z) = 0} est alors une surface
de I’espace. En effet si I’on pouvait résoudre I’équation, pour chaque x, y on trouverait un ou plusieurs z, donc une
surface.

Exemple 1.17 ¢(z,y, z) = 2? + y? — 1 alors Kery est le cylindre a base circulaire d’équation 22 + 32 = 1.

Exemple 1.18 ¢(z,y, z) = 22 + y? 4+ 2% — 1 alors Kery est la sphere de centre O et de rayon 1.

On s’intéresse a la tangente & G au point (zo; yo; 20) € G donc ¢(z9, Yo, z0) = 0 si I’on fait un DL1 de ¢

0 0 0
ol ,2) = 50, o, 20) (2 = 20) + 5 (20, 90) (5 = o) + 7 (w0, 30, 20) (2 = 20) + 02 = 20,5 = o, == 20) )

donc au voisinage de (xg, Yo, z0) la partie la plus importante de p(x,y, z) est :

0 0 0
(‘Ti(mo’ Y0, 20)(z — x0) + ai;(xo, Y0, 20)(y — Yo) + 8%:(‘%0’ Y0, 20)(2 — 20)

Pour que (z, y, z) appartiennent a G il faut et il suffit que p(x,y, z) = 0 ce qui en premiere approximation donne (si
les dérivées partielles ne sont pas toutes nulles)

0 0 0
9 (20-40:20) (& = 0) + 5 (0, yo» 0)(y = o) + 5~ (0,0, 20) (2 — 20) = 0

Si on note
0 0 0
L(z,y,2) = %(Jfo,yo, 20)(x — x0) + a*j(%; Y0, 20) (Y — Yo) + a*i(mo, Y0, 20)(2 — 20)

le plan tangent a Kery en (g, 30, 20) est KerL. On remarque comme précédemment que ceci ne peut se faire que si
L est non nulle.

Exemple 1.19 ¢(x,y) = (22 +y? + 22 — 5)? — 16(1 — 2?)

1.6.3 Courbes de ’espace

Il y a plusieurs facons de définir une courbe de I’espace, nous allons en étudier 3.
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1.6. INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES, TANGENTES ET PLANS TANGENTS A Mizrahi

Graphe d’une fonction vectorielle

C = {(z, Fi(z), Fo(z)) € R?®/ 2 € R} ou F} et F, sont des fonctions scalaires, coordonnées d’une fonction
vectorielle F' de R dans R?. A chaque z on associe un y et un z ce qui nous permet de définir une courbe de I’espace.

Exemple 1.20 a) F'(x) = (cos(z),sin(x)) alors C = {(x, cos(x),sin(z)) € R?/ z € R}
Si I’on regarde pour chacune des coordonnées on va trouver pour la tangente a (x — %) en un point (g, F'(2o)) le

graphe de la partie principale du DL 1 de F en xy. <Z> = F(zg) + F'(x0)(z — x0).

Exemple 1.21 SiI’on reprend I’exemple précédent en § ona F'(%) = (—%, %), donc la tangente est le graphe de
la fonction - - -
=FC) + P )@ -2
)= FC)+ P —T)

soit encore

1 1 1 1 7
G(z) = (\ﬁv ﬁ) + (_ﬁ’ ﬁ)(fﬁ - Z)
1 1 s
= —= — —=\T — -+
ce qui correspond a la droite d’équation : { Y B \{i ‘{5( fr)

Courbes paramétrées

Soit F une fonction vectorielle de R dans R3, C = ImF = {F(t) € R?/ t € R} est une courbe de I’espace.

Exemple 1.22 Soit F'(t) = (cos(t/3),sin(t), cos(t)). ImF' est une courbe de ’espace on peut remarquer que pour
tout point (z,y, z) de ImF on a la relation y2 + 22 = 1 donc la courbe se trouve sur le cylindre d’équation %422 = 1.

On veut décrire la tangente & C en un point F'(tp). Pour cela faisons un développement limité de F' en ¢
F(t) = F(to) + F'(to)(t — to) + o(t — to)

Les points de la courbe C qui s’écrivent F'(t) avec ¢ proche de t( sont trés proche des points L(t) = F(to)+F"(to)(t—
to) car pour t tres proche de to le o(t — to) est trés petit devant F’(tg)(t — to) or I’ensemble des points L(t) est une
droite, c’est la tangente a G en F'(to) et donc la tangente en F'(t9) a Im(F") est Im(L). Il faut remarquer que im L est
une droite ssi F’(tg) # 0, sinon la tangente peut exister ou ne pas exister.

Exemple 1.23 Reprenons 1’exemple précédent en F'(0) la tangente est donc 1’image de la fonction
L(t) = F(0) + F'(0)t = (1,0,1) + (0,1,0)¢

La tangente est donc parallele a I’axe (Oy).

Equations

Soit ® est un champs vectoriel de R? dans R?, C = Ker® = {(z,y,2) € R3/ ®(x,y,z) = 0} est alors une
courbe de I’espace.

Exemple 1.24 ®(z,y, 2) = (2% + y* — 1, 2) alors Ker® est un cercle.

Exemple 1.25 ®(z,y,2) = (22 + 2y? — 322,22 — 1) alors Ker® est la réunion de deux ellipses.
On s’intéresse a la tangente a C au point My = (zo; yo; 20) € C or

B(z,y.2) = B(My) + 22 (Mo)(x — o) + 2 (M) (y — o) +

o 9y 55 M0)(z = 20) + o(ll(z ~ 70,5~ 0,2~ 20)])

mais ®(z, yo, 20) = 0 car (z9, Yo, 20) € C donc au voisinage de (x¢, Yo, 20) la partie principale de ®(x,y, z) est :

od 0P oP
%(%,yo, 20)(z — z0) + a*y(il”o,yo, 20)(y — yo) + @(ﬁovyo, 20)(z — 20)
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Pour que (z,y, z) appartiennent a C il faut et il suffit que ®(z,y,2) = 0 ce qui en premiére approximation donne
?9%(3307y07Zo)(«’U—flfoH%%(ﬂ?oyyo,Zo)(y—yo)Jr%%(on,yo,Zo)(Z—ZO) = 0.Sionnote L(z,y, 2) = 2 (x0, 10, 20) (z—
xo) + ‘g—i’(xo, Y0,20)(y — yo) + %—‘f(:pg,yo, 20)(z — z0) la tangente a Ker® en (¢, yo, 20) est KerL. On remarque

comme précédemment que ceci ne peut se faire que si L est non nulle.
Exemple 1.26 ®(z,y, z) = (2%y — y? + 2222, xyz) on vérifie que le point G = (1;2;1) appartient bien 2 Ker® puis
calculons les dérivées partielles

0B 2 OV g 0
%($,y72) - (2‘Ty+ 22 7yz)7 8y (xaya Z) - (‘T 2:(/,(172’), 82’ (xvyaz) - (4a:z,xy)

done §2(1,2,1) = (6,2); $2(1,2,1) = (=3,1); $2(1,2,1) = (4,2) I'équation de la tangente a C en (1;2;1) est

x
donc définie par les équations

{6($—1)—3(y—2)+4(z—1):0
2 -1+ (y—2)+2(z—1)=0
=) %\mdgﬁawmamue 3

Chapitre 2

Différents systéemes de coordonnées

2.1 Coordonnées Polaires
E widée 9: (eoo)‘xdefnméeb /’r\oga,mab

x =rcosf
y =rsinfd
0 est une mesure de I’angle <(( ), et 7 = \/x% + y? la longueur du segment [OM].
On peut alors définir en ce point M une base orthonormale adaptée au coordonnées polaires : Base locale :

Définition 2.1 Dans le plan, pour un point M de coordonnées (x,y) on pose {
- —
1;0M

e e—— et 79 == RO[(O )(u_>r)

™
2

U, est orienté comme OM mais de longueur 1, et ot fait un angle orienté de % avec U

On peut remarquer que (1772, 175) est une base orthonormée directe

— U, : (cosB,sin6)
du plan, que OM = ru,, et que { y: (—sind,cosf)

oM oM !
Proposition 2.1 Uy = — et Wy = 59]\94 5
, ; or (all 5
Ur _ 79 et ﬂ = _—r> r

— du%zd@q?é et duf) = —dou,

Proposition 2.2 dM = dr u, + rdf
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2.2. COORDONNEES CYLINDRIQUES A.Mizrahi

Proposition 2.3 Si M (t) = r(t)u,(t) alors M'(t) = ' (t)u (t) + r(t)uy (t)

Exemple 2.1 Etudier la courbe paramétrée par r(6) = 6.

2.2 Coordonnées cylindriques

H widéo 10: Coordonmees crflindniques et apheniques.

Définition 2.2 Dans l’espace, pour un point M de coordonnées (x,y, z) soit H le projeté orthogonale de M sur
N x =rcosf
(xOy), 1 et O les coordonnées polaire du point H dans le repére orthonormé (O, i, j ) onaalors ¢ y = rsinf

z=1z
_>
r est égale a la longueur OH et 6 est une mesure de I’angle <(( i ; Oﬁ ).

Définition 2.3 Soit M un point de I’espace et H son projeté orthogonale sur (xOy). On définit
0]
U, = et Uy = Rot(? E)(u_f«)
|OH| 2

e

()

175'

)

- ) ,
On peut remarquer que ( k) est une base orthonormée directe de 1’es-

— — KT (cos@,sinb,0)
pace, que OM = ru; + z k et que { Do : (—sin6, c0s,0) °

=]

/
- T
Proposition 2.4 853 — up et % = —u

du, = douj, et dup = —db u,

<]

\4

%

Proposition 2.5 dM = dr 17; + rdf 775 +dz k

ops . — -
Proposition 2.6 Si M (t) = r(t)u,(t) + z(t) k alors

M'(t) = (D@ () + T (&) + 2 (O F

2.3 Coordonnées sphériques

Définition 2.4 Dans [’espace, pour un point M de coordonnées (x,y, z) on note
H le projeté orthogonale de M sur (xOy), r est égale a la longueur OM, ¢ est

_)
une mesure de I’angle <( k ; OM) et 6 est une mesure de I’angle <( i ;OH ).
x = rsin @ cos 6
Proposition 2.7 On a donc : { y = rsingsinf

Z =TCoS¢

Définition 2.5 Base locale :

M oM oM
W= G = O iy =
T

Proposition 2.8 o u = (sin ¢ cos @, sin ¢ sin @, cos @)
e uy, = (cospcosb, cospsinf, —sinp)
e up = (—sinb,cosb,0)

&L

On peut remarquer que (u_fn ; u_fp; ’175) est une base orthonormée directe de I’espace et que OM = .
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. ou,  _ Oup .
Proposition 2.9 On remarque que T = e et 50 — sin(p)ug
12

dM = driw, + rdu, = dru, —i—rdcpu_fp +7“sincpd017§

z 9
N

\ AN

t@imdeQawmaimelr

Chapitre 3

Opérateurs différentiels

3.1 Généralités

Définition 3.1 1) On appelle opérateur une application linéaire d’un espace dans lui méme.
2) On appelle opérateur différentiel un opérateur qui fait intervenir des dérivations.
3) On note D la fonction qui a une fonction f associe sa dérivée f.

Exemple 3.1 Si f(z) = 2® avec a # 0 alors D(f)(x) = az® ! ou encore D(sin) = cos et D(cos) = — sin.

Proposition 3.1 D est un opérateur différentiel

14



3.2. GRADIENT A Mizrahi

En effet D(of + Bg) = (af + Bg) = (af' + Bg') = aD(f) + BD(9g))
Exemple 3.2 Soit K(f) = D(xD(f)) par exemple K (z7) = D(272%) = D(7z7) = 492%. K est un opérateur
différentiel, il est d’ailleurs égale 2 D + 2D?, par exemple (D + 2D?)z” = 726 + 2 D(725) = 725 + 42225 = 4925,

3.2 Gradient

H vidés 11: Le 8)'\[ldAEJT\l:
Définition 3.2 On note dM ou dOM la différentielle du vecteur identité, si OM = zie; alors dOM = > dzie;.

—

Théoreme 3.1 Soit v un champ scalaire, il existe un champ vectoriel, appelé gradient de 1), noté gradi tel que
—
dy = gradip. dOM

Le point représente ici un produit scalaire.

Preuve : Si on se place dans une bon diy = ) . %dxi, or ceci est le produit scalaire du vecteur (2% ; ; 29 .. ar le
p 7 ail?l p 81’1 81’2 p

—
vecteur (dzq;dzs; - - - dx, ). Le vecteur grady n’est autre que le vecteur (%’1; g—i; e aa;z; ).

Proposition 3.2 Le gradient est un opérateur différentiel.
(o)
x,
Le gradient de o en (x,y) est le vecteur de coordonnées < El’ z; >
By

‘G&

— 4
Exemple 3.3 1) Si+(z,y) = 2 + y*x alors gradi(z,y) = ( 23;;5 >
1
N ye™ + 5
2)Sip(x,y,z) = €™ + In(xz) alors grady)(x,y, z) = xe®Y

1

z
Remarque 3.1 On utilise souvent la notation V1) (nabla) au lieu de grady. Ce qui facilite certains calculs si I’on

pense a V comme au ’vecteur symbolique * | - | onaalors

el [l
(0 (8)
Jy Ay

Proposition 3.3 Gradient en coordonnées polaires :

s 100
grady = ar + r o6

Preuve : dy = ﬁhp dM, dM peut se voir dans la base canonique O—J\Zf = m? + y7 on obtient alors dM = dx7> + dy7 On
obtient alors le gradient en coordonnees cartésiennes. En se pla% en Cﬂionnees polaircona OM = ruT d’oudOM = drur
rdu, = dru, + rugdo. Si gradw ql)rur + s alors dip = grady.dOM = (wTur + wgua).(drur + rung) = .dr + grdf
ordiy) = ‘?;fdr + %’d@, douy, = Fetypy = 1 ?;g

Proposition 3.4 Gradient en coordonnées sphériques :

— aj—> 109 1 3w—>
gmdw_ar + r dy W+T81n(p69

CY Tech 15


https://videos.u-cergy.fr/permalink/v1256029a4de8aj7i7zx/iframe/

3.3. DIVERGENCE A Mizrahi

Interprétation géométrique Soit .S une surface d’équation v c’est a dire que S = Kerw). En (xq, yo, 20) le plan
tangent a .S est le plan d’équation

0 0 0
a%ﬁ(ifo,yo, 20)(z — x0) + 815(%’ Y0, 20)(y — Yo) + %(ifoayo, 20)(z — 2) =0

Qui s’écrit aussi
V(M) . MoM =0

on remarque alors que le vecteur V) (xo; yo; 20) est orthogonal au plan tangent.

Proposition 3.5 Le vecteur V1) (xzo; yo; 20) est orthogonal a la surface définie par I’équation (x,y, z) = 0 au point
(203 Y03 20)-

Exemple 3.4 Dans le cas d’une sphere centrée en 0 pour 1 (z,y, 2) = 22 + 32 + 22 + 7 on retrouve bien le résultat
attendu.

Une autre interprétation géométrique possible est de regarder le graphe d’un champ scalaire ¢ de R? dans R. La
troisieme coordonnées ) (x,y) s’interpréte alors comme I’altitude du point de coordonnées plane (z,y). Le gradient
de 1) au point de coordonnées (x,y) correspond a la direction de plus grande pente. En effet

0 0
() = (o0, 0) = G lav, ) (o = a0) + G (a0 90) (0 = 90) + o2 = 0,9 = o)

or
oY oY _ T — X

%('x()ay())(x To) + a*y(ﬂfo,yo)(y Yo) = Vib(xo, yo) ( v — 0 )

En notant AV = ¢(x, y) — ¢ (xo, yo) la variation de ¥ et M = (x;y), Mo = (x0,yo) on obtient

—

AW = V(M) - MoM + o( | MoM) = V(M) | ||MoM]| cos(Ve(Mo); MoM) + o | Mo M )

—
donc ¢ (x,y) — ¥ (xo, yo) est maximal (a norme de MyM fixe) lorsque le vecteur de coordonnée (x — xo, y — yo)
est colinéaire au vecteur V(zo, yo).

3.3 Divergence

E widée )_[Qzéga duueﬂﬁmae

Définition 3.3 Soit ® un champ de vecteur de R? dans R? (ou de R™ dans R™). On appelle divergence de ® le champ

scalaire div(®) défini par :
0P, N 0P, n 03

Ox oy 0z

div(®) =

Remarque 3.2 La divergence n’est autre que la trace de la matrice Jacobienne de ®, on en déduit facilement que la
formule est la méme dans toutes les bases fixes du plan.

On peut noter la divergence a I’aide du vecteur symbolique nabla (V) et d’un produit scalaire (+) :

0

o 21
div@)=| & |- | & | =V @

2) \a

I1 faut toutefois faire bien attention car a ce moment 1a le produit scalaire de ® par V n’est pas égal au produit scalaire
deVpar®d:V.®o#£¢.V

Exemple 3.5 Si ®(x,y) = (22 + y2, zy) alors

0 0
) 03] D o> 9 9, 0 0
@=(F) ()= () (F)- g,
ce dernier terme étant lui méme un nouvel opérateur différentiel.
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3.4. ROTATIONNEL A Mizrahi

Proposition 3.6 Soit ) un champ scalaire et ® un champ vectoriel, ) ® est un champ vectoriel sa divergence est :
—
div(yp ®) = gradi)p -  + ¢ div®

Interprétation en terme de flux : Dans R2, soit un petit domaine D entouré par dD, et contenant le point Mo,
on peut montrer que le flux de 8 sortant de 9D est équivalent a I’aire de ¢ que multiplie une constante lorsque "le
domaine D tend vers le point Mj". Cette constante est exactement la divergence de ® en M. La divergence permet
donc de mesurer la capacité d’un champ de vecteur a s’éloigner d’un point.

De méme dans R3, si D représente un petit volume, 0D la surface qui 1’entoure, le flux de 3 sortant de 0D est
équivalent au volume de D que multiplie la divergence de ®.

Proposition 3.7 Soit & = &,y + Poup un champ vectoriel exprimé en coordonnées polaires, sa divergence est
donnée par :

1

0, 4 1@ — 1 8(T(I)T) + %
or r o0 r or 00

3.4 Rotationnel

Hmdé@13:£en%hwdtilzeﬂ)\é@)®mede@ﬁwmé.

Définition 3.4 On appelle rotationnel du champ de vecteurs ® de R? dans R? le champ de vecteurs :

023 _ 0%,
Doy Do
rot(®) = | —(52 - 9)
90y _ 091
ox y

Remarque 3.3 On peut noter le rotationnel a I’aide du vecteur symbolique nabla (V) et d’un produit vectoriel
rot(®) =V AP
Attention comme dans le cas de la divergence on ne peut pas intervertir 1’ordre dans le produit vectoriel.

Interprétation en terme de circulation : Dans R?, soit une petite surface S plane, entourée par une courbe 9.5, et
contenant le point My, on peut montrer que la circulation de ® le long de D est équivalent a I’aire de .S que multiplie
le produit scalaire du rotationnel de ® avec 71, vecteur normal 2 S unitaire.

Le rotationnel permet donc de mesurer la capacité d’un champ de vecteur a tourner autour d’un axe. C’est autours

de la direction du rotationnel qu’il tourne le plus.

Proposition 3.8 Soit & = ®,up + gy + . k un champ vectoriel exprimé en coordonnées cylindrique, son rota-
tionnel est donné par :

_(10®, 0%y 00, 09\ 0% 1. 109\
roﬂ@)(r(% 82) " (82 87“)“9 <8r+rq)9 r@@)k

Laplacien

Définition 3.5 On appelle Laplacien de ) la divergence du gradient de 1) et on le note Ay

2 2 2
oy 8¢+8w

Proposition 3.9 Ona Ay = o972 92 " 922

Proposition 3.10 A est un opérateur différentiel.
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3.5 Théoreme de Poincarré

Proposition 3.11 Le rotationnel d’un gradient est nul.
VANY)=0

La divergence d’un rotationnel est nulle
V- (VA®)=0

Théoréme 3.2 Soit Q) une partie sans trou de R3 et & : Q — R3.

1) SiV A ® = 0alors il existe i tel que & = V).

2)SiV - ® = 0alors il existe I tel que ® =V AT

On dit alors que 1 est un potentiel scalaire de ® et que 1" est un potentiel vecteur de P.

j%&md&ﬁammES
&Qoumdeﬁax;efmmeé

Chapitre 4

Intégration

4.1 Intégrales doubles

H vidéo 44;@%@@9’@& doulle.

4.1.1 Introduction

Il est assez difficile de construire avec rigueur une théorie de I’intégration a deux variables, dans ce cours on
commence par donner une idée tres approximative de la définition, le but étant d’avoir une représentation géométrique
de ces objets. Ensuite la partie principale du cours porte sur le deux théoremes qui permettent le calcul des intégrales
doubles : le théoreme de Fubini qui permet de se ramener a des intégrales simples et le théoreme de changement de
variables.

Soit ¢ une fonction de deux variables définie sur un rectangle R = [a; b] X [c; d], on suppose que ¢ est bornée, on
peut subdiviser les deux intervalles [a; b] et [c; d] on obtient alors une subdivision o de R en petits rectangles 7; ;, on
note S les subdivisions de R, on peut regarder les deux quantités :

It(o) = Zsup{go(t),t € 1y, raire(r; ;) et I~ (o) = Zinf{gp(t),t € 1y, haire(r; ;)

Sisup{I~(0);0 € 8} = inf{I*(0); 0 € S} alors on dit que ¢ est intégrable sur R et on note cette valeur :
// o(x;y)dzdy
R

Proposition 4.1 Si f est continue sur R, alors elle est intégrable sur R.

On peut intégrer sur des domaines qui ne sont pas des rectangles, a la condition que la frontiere du domaine puisse
étre recouvert par une famille de rectangles dont la somme des aires est aussi petite que 1’on veut. Pour I™ on choisit
une famille de rectangles dont la réunion contient D.Pour I~ on choisit une famille de rectangles dont la réunion est
contenue dans D.
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4.1. INTEGRALES DOUBLES A Mizrahi

On appelle ces parties les parties quarrables de R?. De méme que pour les fonctions d’une variable si f est
intégrable sur (), alors les sommes de Riemann associées a f tendent vers o(z;y)dzdy, lorsque le pas de la
R

subdivision tend vers 0.

Proposition 4.2 Si f est bornée, continue et QQ est quarrable alors f est intégrable sur Q).

Si f = lalors I et I~ correspondent a 1’aire d’une surface constituée de petits rectangles soit contenu soit contenant
D. I correspond alors a I’aire de D.

Proposition 4.3 (admis) Les propriétés suivantes sont assez intuitives si l’on raisonne en terme de volumes : D, D1, Dy
des parties quarrables du plan, f et g des fonctions intégrales sur chacune des parties, A un réel.

1. //Dlw2 <ﬂ(ﬂf;y)dardy=//D1 so(sc;y)dﬂwlyJr//D2 o(; y)dﬂﬁdy—//DmD2 p(z;y)dzdy
2. //l)cp(x;y)+¢(w;y)dxdy=//l)w(w;y)dxdy+//Dl/}(x;y)dwdy
3. //D/\w(:v;y)dl‘dyzA//DSO(ﬂc;y)dﬂﬁdy

4. Si o <1 alors //D p(z;y)dedy < //D Y (x5 y)drdy

5. ’//D@(I;y)dfvdy‘ S//Dltp(ﬂf;y)ldxdy

4.1.2 Théoréme de Fubini

Théoréme 4.1 Soient @, h™ et h™ trois fonctions continues, D = {(z;y) € R%;a <2 < b,h~(z) <y < h'(z)}.
On peut écrire I’intégrale double de p sur D a l’aide de deux intégrales simples :

//D pla;y)dedy = /ab (/hh::) w(w;y)dy> du

Remarque 4.1 On a bien sur le méme résultat si ’on échange les roles de = et y : Si
D= {(z;y) e R%a <y <bg (y) <z < g*(y)}alors

//D p(z;y)dedy = /ab (/gij) w(x;y)dw> dy

4.1.3 Théoreme de changement de variables

Théoréme 4.2 Soit ® une bijection de U dans V deux parties bornées de R?. Et o une fonction définie de V dans R.

o //v o(u, v)dudv = / /U @(é(wjy)))det (Jq)(x’y))’dmdy

Preuve : Interprétation du résultat
Si on découpe U en petits rectangles (R;), dans chaque R; un point N; et M; = ®(N;) ona:

//v o(u,v)dudv Z//b(m) o(u, v)dudv

Z@(Mi)aire@)(Ri))
> o(D(N;))aire(®(R;))
> o(D(N;))aire(R;)| det(JB(R;))|

/ /U H(®(z,y))| det (O (x, y)) | dady

1%

1%

I

1%
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4.2. CIRCULATION D’UN CHAMP DE VECTEUR A Mizrahi

Exemple 4.1 Cas du changement de variable en polaire, on peut faire le calcul a la main et a I’aide du changement
de variable.

2@mdeflamm6
) Cowws de o semaime 7

4.2 Circulation d’un champ de vecteur
E w&déoié:ﬁemgah@md'map\amvf\deweotwm.

4.2.1 Définition

.= . .
Soit @ un champ de vecteur, et ~T une courbe bornée, orientée. N
Pour une subdivision : o = (M;) de v, c’est a dire une suite de points sur la courbe posons I (o) =, ® (M;) -

M; M. SiI(o) aune limite lorsque la distance entre deux points consécutifs tend vers 0, on appelle circulation de
® le long de ' cette limite et on la note :
%
R
’Y+

Proposition 4.4 C’est le cas en particulier si vt est paramétrée par F : [a;b] — v, dans ce cason a :

/ $ﬁz/b8(F(t)>-F'(t)dt

Preuve : en effet chaque point M; est I’image d’un ¢;, deux ¢; consécutifs étant trés proche.

I(o) = Z‘_I’)(Mi)'MiMiH

_ 23 (M) - (F(tis1) = F(t:))

1%

S BF() - (F/(t) (b — 1)

1%

Z (3(F(ti)) CF () (tigr — )

i

1%

/b B(F(L) - F'(t)dt
Le résultat bien sur ne dépend pas de la paramétrisation choisie.
Remarque 4.2 On utilise trés couramment la notation suivante lorsque @_{; = (P1; Do)
/ T .dl = [ ®de+ Bady
A+ vt

qui en pratique donne les résultats suivants, si F/(t) = (z(t),y(t)), alors dz = 2/(t)dt et dy = y/(¢)dt

b
/ @y Py = / By (2(8), y(1)) 2/ (1) + Do (a(t), y(8)) ¥/ (¢) dt
5 a
On retrouve bien I'intégrale du produit scalaire de ®(F'(t)) avec F'(t) = (2/(t),y'(t)).

Remarque 4.3 SiI’on scinde le chemin v+ en deux petits chemins, fyf et 73’ , on obtient que
— — —
/ cpﬁ:/ @-Ef+/ & - dl
vt “w Vg

De plus si I’on note v~, le méme chemin parcouru dans le sens inverse alors :

[ @[ .
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%
Proposition 4.5 Soit ® un champ conservatif (c’est a dire VN ® = 0), défini sur un domaine sans trou, alors
f@ ® - dl ne dépend pas du chemin suivi. Mais uniquement des points A et B.

. .. . -
Preuve : D’apres le théoréme de Poincarré il existe ¢ tel que & = V¢, on a alors

[ @i [ araproemonmoa= [ 2 woro 2eomma= [ 2 ere)a= peo)-or

a

4.2.2 Green Riemann

deéoi?@)@fmmﬁedegfwxg{)wmmm

Soit D un domaine borné et D" son bord orienté positivement et ® un champ de vecteur de coordonnées (P, Q)

//aQ—and de—l—Qdy:/ @ - di

p Oz 0 oD+ oD+
Preuve : On se limite au cas ou D peut se mettre sous la forme suivante :
D={(z,y) eR*a <z <beth™(v) <y <h'(x)} ={(x,y) eR%c<y <detg (y) <z < g (y)}

On peut alors appliquer le théoréme de Fubini :

oQ oP
// %dmdy—/D a—ydxdy 4.1)
() b (z)
= / (/q Y anx) dy—/ (/ ady) dx 4.2)
c 9= (y) Ox a h—(x) 8y
d b
= [ Qs )) ~ QU w))dy— [ Plah (@) -~ Plah (@) da (43)
® Qdy + / Pdz (4.4)
dD+ oD+

En effet le © vient du fait que I’on peut paramétrer DT pour le premier terme d’abord par y +— (ng (y); y) pour y variant

de c a d puis par y — (g_(y); y) pour y variant de d a c. Pour le second terme on a de méme d’abord x +— (a;, h_(:z:)) pour x
variant de a 2 b puis par z — (x, h™(z)) pour z variant de b a a.

Exemple 4.2 faD L yPde — a3dy = —3n R
= fim de la semaime 7
D Cours de la semaime 8
Chapitre 5

Equations différentielles

5.1 Equations différentielles linéaires

H widso 18: Equations diffenenticlles limsaines, gemenalitzs.
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5.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A .Mizrahi

5.1.1 Généralités

Dans ce cours la solution d’une équation différentielle (F) est une fonction autant de fois dérivable que nécessaire,
définie sur un intervalle de R, et qui vérifie (E).

Exemple 5.1 La fonction exponentielle est une solution sur R de 1’équation différentielle 3/ — y = 0.

Exemple 5.2 La fonction définie par % est une solution sur R de I’équation différentielle
y// . 2y3 =0

Définition 5.1 On appelle équation différentielle linéaire une équation différentielle de la forme
N
(B): ) an(z)y™ (x) = b(x)
n=0

ol les a, et b sont des fonctions & valeurs dans R et les y\"™) sont les dérivées éniemes de la fonction inconnue v.
Remarque 5.1 L’application qui a y associe 227:0 any(”) est linéaire, d’ou la dénomination.

Définition 5.2 On appelle solution générale de (E) une formule dépendant d’un certain nombre de constantes, et qui
donne toutes les solutions de (E), lorsque ces constantes changent de valeurs.

Définition 5.3 L’entier N (an # 0) qui correspond au plus grand ordre de dérivation s’appelle I’ordre de I’ équation
différentielle (E).

Exemple 5.3 — o + xy’ +y = 2% + 1 est une équation différentielle linéaire, d’ordre 2.
— (v )2 4 y = 2 est une équation différentielle non linéaire, d’ordre 1.
— y(4) + 23y’ + In(x)y = 22 + 1 est une équation différentielle linéaire, d’ordre 4
— (y") + In(y) = 2 est une équation différentielle non linéaire, d’ordre 2.
— 2yy’ = 1 est une équation différentielle non linéaire, d’ordre 1.

Définition 5.4 L’équation linéaire (E) est dite a coefficients constants si les a,, ne sont pas des fonctions mais des
réels

Remarque 5.2 Une équation différentielle linéaire a des solutions réelles et des solutions complexes. Dans ce cours
nous nous intéressons aux solutions réelles, mais il est parfois plus facile de trouver les solutions complexes. On peut
alors trouver les solutions réelles en prenant les parties réelles des solutions complexes. En effet une fonction f a
valeurs complexes est solution de (F) ssi Re (f) et Zm (f) sont solutions.

Définition 5.5 On appelle équation différentielle linéaire sans second membre (EDLSSM) associée a (E) I’équation
différentielle (E')
N

5.1.2 Equation différentielle linéaire du premier ordre

H widéo 19: Equations difflenenbieller limgaines d'ondne 1.

Dans ce paragraphe
(B):y +ay=5>

(E'):y +ay=0
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5.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A .Mizrahi

Théoréme 5.1 Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

y(x) =e" J*atyar </ b(u)efu )t gy, K)
et les solutions de (E") sont les fonctions de la forme
y(I‘) — Ke™ ST a(t)at

on [ “ h(u)du représente une primitive quelconque de la fonction h et K un réel quelconque.

Preuve : _
On note f * a(t)dt une primitive quelconque de a prise au point . Puisque la quantité el al
différentielle est équivalente a

£)dt pe s’annule pas 1’équation

(v (z) + a(x)y(x))efz a(t)dt _ b(x)efm a(t)dt

Or le premier terme n’est autre que

d o
- ST a(t)dt
gyl o0

En intégrant on obtient alors )
y(z)ed o :/ b(w)ed " “Od gy 4 K

d’ou le résultat annoncé.

Remarque 5.3 Les solutions S’ de (E’) forment un espace vectoriel de dimension 1, ¢’est-a dire une droite vecto-
rielle. Elles sont de la forme (Ke™ /" #(1)dt) et les solutions de (E) forme un espace affine de direction &', c’est a dire
une droite affine.

Ce qui peut encore s’énoncer :

La solution générale d’une équation différentielle linéaire du premier ordre est la somme d’une
solution particuliere de 1’équation avec second membre et d’une constante multipliée par une
solution non nulle, de I’équation sans second membre.

Méthode de résolution de I’équation sans second membre (E’) (M1) :

On remarque que la fonction nulle est solution, de plus si une solution s’annule en un point d’apres le théoréme
précédent elle est nulle partout (en effet K = 0). Soit y une solution de (E’) qui n’est pas la fonction nulle et donc
qui ne s’annule pas, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires y est soit une fonction strictement positive, soit
une fonction strictement négative :

/

vy _
= =-a
Y
d’ol en intégrant en z des deux cotés :
x
in(ly) = [ -
d’ou
ly| = e —odetK

y=de S 0K — e ST

En effet +¢X est une nouvelle constante de signe quelconque que I’on note C'.

Exemple 5.4 Résolvons 2y’ + 3zy =0

K et C' étant des réels quelconques.
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Exemple 5.5 Résolvons (F) : 2y’ 4+ 3zy = x avec la condition initiale y(0) = 0. On a déja résolu 1’équation sans
second membre, on remarque que y = % est une solution de (F), les solutions sont donc les fonctions de la forme

1 -3.2
= — C 7z
Y 3 + Ce
la condition initiale nous permet de calculer C
]. ;302
la solution est donc
1 =32
y= 5(1 —ea”)

Méthode de variation de la constante (M2) : Cette méthode permet de trouver une solution particuliere de
I’équation avec second membre.

Pour résoudre les équations différentielles linéaires du premier ordre on peut utiliser la formule du théoreme
précédent mais I’on peut aussi commencer par résoudre 1’équation sans second membre, on trouve alors une famille
de solutions de la forme K f ou K est une constante qui appartient a R et f une solution non nulle de 1’équation sans
second membre.

On cherche alors une solution de 1’équation différentielle avec second membre de la forme K () f(x).

Exemple 5.6 Résoudre I’équation 2’ — 2y = 3 In(x)
On commence par résoudre 1’équation sans second membre sur R**

/

vy
Y

Tz
ce qui donne en intégrant In(|y|) = 2In(|x|) + & les solutions sont donc les fonctions y(x) = Kz?, ou K est un

réel quelconque. Pour résoudre 1’équation avec second membre faisons ’varier la constante’ on note z la fonction
z(x) = 22 et I’on cherche une solution de la forme y(x) = K (x)z(z) 1’équation différentielle devient

(K (2)2(x) + 2/ (2)K (x)) — 2K (2)2(x) = 2 In(z)

or z(z'K)—2K 2z = 0 car z est une solution de I’équation sans second membre. Donc finalement 1’équation se raméne
azK'(z)z(x) = 2% In(x) il suffit alors d’intégrer

K'(z) = In(x)

on obtient apres une intégration par parties
K(zx)=xlnz —x

d’oul I’on déduit les solutions
y(z) = (xlnz —z + C)a?

ot C' est un réel quelconque.
(=) [}fﬁ» de Qa semaime 8
£l @wm de Qa semaime 9

5.1.3 Equation différentielle linéaire d’ordre 2 i coefficients constants

H widéo 20: Equations difflonentielles linsaines d'sndne 2 & coef) comatants.
Dans ce paragraphe
(E):ay" +by +cy=4d

(E'):ay” +by' +cy=0

a, b, c sont des constantes, a est une constante non nulle et d est une fonction.
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5.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A .Mizrahi

Théoréme 5.2 Les solutions de (E') forment un espace vectoriel de dimension 2, on appelle polyndme caractéris-
tique de (E') le polynome P = aX? + bX + c, soient r1 et ro ses racines, trois cas sont possibles :

1. 1y et ro sont deux racines réelles distinctes les solutions de (E') sont les fonctions de la forme :
y(x) = Cre™* + Cre’™*

ou C1 et Cs sont des réels quelconques.

2. 11 = ro, P posséde une racine double réelle les solutions de (E') sont les fonctions de la forme :
y(x) = (C1 + Caz)e™”

ou C1 et Co sont des réels quelconques.

3. r1 et v sont deux racines complexes conjuguées r1 = o+ i3 (ro = o — i3). Les solutions de (E') sont les
fonctions de la forme :

y(x) = e**(Cy cos(Bx) + Casin(fz))

ou Cq et Cy sont des réels.

emarque 5. n peut s’intéresser aux solutions complexes de cette équation différentielle, on obtient alors dés qu’i
R que 5.4 On peut s’int lut pl de cette équation différentiell btient alors des qu’il
y a deux racines distinctes 71 et ro.

y(x) = Cre™" + Cre™”

ou C1 et Cs sont des complexes.

Preuve : D’abord il est clair que si r1 est une racine (réelle ou complexe) du polyndme caractéristique la fonction définie par
y1(z) = e™* est solution de (E’). Soit alors h une fonction, posons z(z) = h(x)e~ "%, la fonction h = zy; est solution ssi

a(z"yr +2y12" + 2y)) + b(2"y1 + 2y1) + czyr = 0

donc h est solution ssi
az"y1 + 2 (2ayy + byr) + z(ayy + by} + cy1) =0
or y; est une solution de I’équation différentielle donc le coefficient en 2 est nulle : on s’est ramené a une équation du premier
ordre en 2’ :
az"yy + (2ay] +by1)z =0

que I’on résout en utilisant le fait que y] = r1y1 (car y1(z) = e™%) et 73 =711 +72

2" (2ar1 +b)
=" =7
2 a

donc h est solution ssi
o = Ke(rz—rl):v

avec K une constante. Si le polyndme caractéristique a une racine double ro — 1 = 0, z = C1z 4+ Cy et h = (Cy + Cox)e™ ™.
Sinon les racines sont distinctes et 7o — r; # 0 donc z = Ce(™>~")% 4 4y donc h = (Cle(”’”)gc + Cy)e™* d’ou le résultat.
Si les racines sont complexes il suffit de prendre la partie réelle des solutions complexes.

Remarque 5.5 Pour résoudre I’équation avec second membre on peut utiliser la méthode de variation des constantes
(hors programme) ou utiliser la méthode du second membre exponentielle polyndme (méthode M3). De facon générale
si y2 est une solution d’une équation différentielle linéaire (E) alors y; — yo est solution de 1’équation linéaire sans
second membre associée ssi yo est aussi solution de (E). Lorsque 1’on connait une solution de (E) on les connait
donc toutes, il suffit pour passer de I’'une a 1’autre d’ajouter une solution de (E’).

Méthode du second membre exponentielle-polynome (M3) : (admis).
Soit I’équation

(E) : ay” + by + cy = T ()
ol «v est un réel et 7' un polynéme. Il existe toujours une solution de (E) de la forme
1. €®*Q(x) si 6 n’est pas une racine du polyndme caractéristique P de (E) :
2. 2e®*Q(x) si § est une racine simple du polyndme caractéristique P.

3. 22e%*Q(z) si 4 est une racine double du polyndme caractéristique P.
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Dans les trois cas () est un polyndme de méme degré que 7.
H widéo 21: Second membre apr\mwxbeoﬂe/[\&@\gm&nw

Exemple 5.7 Résoudre v — 4y + 4y = 3*

Les solutions de 1’équation sans second membre sont les fonctions y(x) = (C + Cox)e?® le second membre est de la
forme du théoreme avec 6 = 3 etT = 1, J n’est pas racine du polyndme caractéristique, on cherche donc une solution
particuliere de la forme Q(z)e3* avec deg(Q) = 0 on trouve alors 9Q — 12Q + 4Q = 1.

La solution générale est donc

y(@) = (C1 + Cow)e™ + &
Exemple 5.8 trouver une solution particuliere de 1’équation différentielle :
2 —x

y' —y -2y =2x

Avec les notations du théoréeme précédent § = —1 qui est une racine de multiplicité m = 1 du polynéme caractéris-
tique. On va donc chercher une solution particuliere de la forme

y(z) = z(ax® + bx + c)e™*
On dérive deux fois y et on cherche des conditions sur a, b et ¢ pour que ¥ soit solution de 1’équation de départ.

Remarque 5.6 Le résultat reste vrai pour les solutions complexes dans le cas ol & est complexe. Ce qui permet de
chercher des solutions particulieres lorsque le second membre est un polyndme multiplié par un cosinus ou un sinus.

Exemple 5.9 Chercher un solution particuliere de 1’équation différentielle v + v’ + y = x sin(z).

On remarque que x sin(x) = Zm (z€'®), or i n’est pas racine du polynéme caractéristique, on peut donc chercher une
solution complexe de la forme y(z) = (ax + b)e'* ce qui nous pousse a chercher des solutions réelles de la forme

y(z) = (az + b) cos(x) + (cx + d) sin(x)

5.1.4 Equation différentielle linéaire a coefficients constants de tout ordre

H widéo 29: @ma%mmﬁﬂg&mm we%wmummu
Zany .Zany

ol les a,, sont des réels, b une fonction et les y(™ sont les dérivées énimes de la fonction inconnue y

Définition 5.6 On appelle polynome caractéristique de (E) ou de (E’) le polynéme

N
= E anX"
n=0

Exemple 5.10 le polyndme caractéristique de I’équation v’ —2y” + 3y = z est le polyndme P(X) = X3 —2X?2 43,

Théoreme 5.3 (admis) Si le polynéme caractéristique de (E') se factorise sous la forme
t T v o
H(X—Tk mk H OzK—f-ZﬁK)) K(X—(OéK—iﬁK)) K

k=1 K=1
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5.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A .Mizrahi

les T, sont les racines réelles de P, (cy, % i) sont les racines complexes conjuguées de P, et les my, My, les
multiplicités de ces racines. Alors les solutions de (E') sont les fonctions de la forme

t T
f(z) = Z Qr(x)e™ ™ + Z e * (R () cos(Brz) + Sk (z) sin(Bxx))
k=1 K=1

les Qi, Ri, Sk étant des polyndmes arbitraires de degré strictement inférieur a my, ou a My.
Remarque 5.7 Ce théoreme est une généralisation du théoreme 5.2.

Exemple 5.11 Résoudre I’équation différentielle 3" — 3y’ + 2y = 0.

Le polyndme caractéristique est P(X) = X3 — 3X + 2 = (X — 1)?(X + 2). Ce qui dans le théoréme correspond a
t=2;r1 =1;m1 = 2;79 = —2;mg = 1 etil n’y a pas de racines complexes non réelles.Les solutions sont donc les
fonctions :

f(x) = (az + b)e” + ce™**

avec a; b et ¢ des réels arbitraires. az + b est bien un polyndéme quelconque de degré 1.

Exemple 5.12 Résoudre 1’équation différentielle y(©) — y = 0
Le polynéme caractéristique est

us us ™

P(X)=X0—1=(X - 1)(X +1)(X —€3)(X — e3)(X — e¥5)(X — &¥3)

Ce qui dans le théoréeme correspond at = 2,71 =1;my =110 = —1;me = 1,7 = 2,01 + 061 = eig; ag +ify =
e3's ; M1 = 1; M5 =. Les solutions sont donc les fonctions :

f(@) = C1e® + Cpe™ 4 e2(Cs COS(?@ +Ca Sin(\fx)) + e 2(Cs cos(\f:ﬂ) + Cs sin(\fw))

avec les C; des réels arbitraires.

Méthode du second membre exponentielle-polynome (M4) : (admis).
Soit I’équation

N
(E): Zany(") = 9T ()
n=0

ol § est un réel et 7" un polynome. Il existe toujours une solution de (£') de la forme
1. e9*Q(x) si 6 n’est pas une racine du polyndme caractéristique P de (E) :
2. xme‘st(x) si 0 est une racine de multiplicité m du polynéme caractéristique P.

Dans les deux cas () est un polynome de méme degré que 7T'.

5.1.5 Equation différentielle linéaire de tout ordre

H maé@méwm@@mmﬂﬁe&ﬁmdewm,g@m.
N N
(E) : Zany(”) =b (E'): Zany(") =0
n=0 n=0

ou les a,, et b sont des fonctions continues définies sur un intervalle I, la fonction a ne s’annulant pas sur I et les

y(™ sont les dérivées énidmes de la fonction inconnue y

Proposition 5.1 Soient y; et y2 des solutions d’une équation différentielle linéaire sans second membre (E') alors
Y1 + Y2 et ayy sont solutions de (E") pour tout réel o Soit yo est une solution d’une équation différentielle linéaire
(E) alors y1 — y2 est solution de I’équation linéaire sans second membre associée ssi y, est aussi solution de (E).
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Preuve :

N N N
S +12)"™ =Y anyt” + 3 s =0+0=0
n=0

n=0 n=0

N N
Z an(ayn)™ = Z aanyin) =a0=0

n=0 n=0

N N N
Santn—92)" = any” =3 ant” =b—b=0
n=0 n=0 n=0

La proposition précédente peut s’écrire :

La solution générale d’une équation différentielle est la somme d’une solution particuliere de
I’équation avec second membre et de la solution générale de I’équation sans second membre.

Remarque 5.8 Si F est un espace vectoriel, un espace affine £ de direction E est un ensemble de la forme {a+ f|f €
E} ou a est un élément quelconque de S.

Les solutions S’ de (E’) forment un espace vectoriel et les solution S de (E) forment un espace affine de direction
(E).

Proposition 5.2 (lemme de superposition) Pour déterminer une solution particuliere de ZfLo any™ = by + by, il
suffit d’ajouter une solution particuliére de Zivzo any™ = by a une solution particuliére de Ziv:o any™ = by

Preuve : Aucune difficulté

Théoréme 5.4 (dit de Cauchy linéaire) Pour tout (N + 1)-uplet de réels (zo, o, y1, y2, yn—1) € I x RN, il existe
une unique solution y de 1’équation (E) définie sur I tout entier et qui vérifie

y(zo) = o

Yy (xo0) = y1

y"(%) = Y2
Z/(N_l)(l‘o) =YN-1

:BmdeQaAernmmiO

5.1.6 Exemple d’équations différentielles non linéaires

Hmé@:w%wak%@im@ﬂ@m&mm.

Cas des variables séparables

Définition 5.7 Une équation différentielle du premier ordre est a variables séparables si elle peut se mettre sous la
forme

ou g et f sont des fonctions.
Exemple 5.13 3/ In(1 + y?) = 2x est a variables séparables.
Exemple 5.14 (1 + 22)y’ = 1 + 32 est a variables séparables car elle est équivalente a I’équation :

y 1
L+y?  1+a?

Exemple 5.15 (1 + %)y’ = y est linéaire et elle est a variable séparable (il faut quand méme faire attention lorsque
I’on va diviser par y, car y est une fonction qui pourrait s’annuler en certains points).
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Proposition 5.3 Soient G une primitive de g, F une primitive de f et y une fonction dérivable , y est solution de (E)
ssi G(y(z)) = F(x) + K ou K est une constante arbitraire.

Preuve : < G'(f(x))f'(x) = f(x) donc f est bien solution de (F)
= g(y(x))y'(z) = f(x)
donc [(g(y(2))y (z)dx = [(f(x))dx
donc G(y(z)) = F(z) + K

Remarque 5.9 Dans la pratique on pose les calculs comme ceci : on écrit g(y)y’ = f(z) de la fagon suivante
dy
g(y)% = [(z)

ce que I’on peut encore écrire
ce qui, en intégrant des deux cotés donne

Exemple 5.16 Résoudre y%y’ = 2

La méthode pratique vue précédemment nous permet d’écrire y?dy = x?dx ce qui en intégrant nous donne %yg =
%x?) + K on obtient donc la solution générale : y(z) = v/23 + C

Exemple 5.17 Résoudre 3/ In(y) = *

On se ramene a In(y)dy = e*dx

ce qui en intégrant donne yIn(y) —y =e* + K

on remarque que 1’on ne trouve pas une expression pour y mais une relation (fonctionnelle) entre x et y.

Equation de la forme v/ = f(y)

Pour les équations de la forme y” = f(y), on peut commencer par multiplier chaque terme par ' pour obtenir :

vy =y'fy)

Si F est une primitive de la fonction f, on obtient en intégrant :
1
5?//2 =Fy)+K

ou K est une constante.
Ce qui nous donne : 3y’ = £+/2F (y) + 2K, c’est une équation 2 variables séparables.

Remarque 5.10 Ce type d’équation y” = f(y) est important en mécanique, car on tombe dessus lorsqu’on applique
le théoreme fondamentale de la dynamique.

Cas des équations différentielles homogenes

Définition 5.8 Une équation différentielle du premier ordre est homogéne si elle peut se mettre sous la forme

ou f est une fonction scalaire.

Exemple 5.18 (In(y?) — In(z?))y’ = 7 est homogene.
y(z)
T

Dans ce cas on peut effectuer un changement de fonction inconnue en posant u(z) = . Cela permet de se ramener

a une équation différentielle a variables séparables. En effet
y(z) = u(z)z

donc ¢/ = v’z + u d’ou (F) devient v'z + v = f(u) qui est & variables séparables.

:gmdelzawmﬂ
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5.2 Introduction aux équations aux dérivées partielles
H video 25: Inbreduckion ausc gquabions aux déninées pantielles.

Rappels et mise en garde

1. Dans ce paragraphe ¢ est I'inconnue de nos EDP. C’est un champ scalaire de R? dans R.

2. Soit ¢ une fonction de deux variables, définie sur une partie U de R?, g—i(:no, yo) représente la dérivée de la
fonction x — ¢(z, yo) au point . Dans la pratique cela revient a calculer la dérivée de ¢ par rapport a x en
considérant y comme une constante.

Exemple 5.19 Si ¢(z,y) = In(z? + 3?) alors

ago( ) 2x
) =
gz Y T g2 + y?

3. Sig(x,y),¥(x,y) et £(x,y) sont des fonctions de deux variables alors

) _0¢ o 96 23
5.0 W(@,y) &) = 5 ((2,y). &, y)) 5 (@ y) + oy V(@ 0):8(@:9) 50 ()
Remarque 5.11 Résoudre 1’équation aux dérivées partielles (ou EDP)
L Op _
(E): e 0

revient a déterminer toutes les fonctions dont la dérivée par rapport a x est nulle. On voit que toutes les fonctions qui
ne dépendent que de y sont solutions. On la résout ainsi : pour un ¥ fixé la fonction x — ¢(z, yo) a une dérivée nulle,
elle est donc constante, finalement ¢ ne dépend que de yg et donc ¢ est de la forme : ¢(z,y) = K (y). Réciproquement
les fonctions de la forme ¢(x,y) = K (y) vérifient bien (F).

Remarque 5.12 La fonction d’une variable définie par f(z) = 1six € [-2; —1] et 2 si x € [1;2] est une fonction
dérivable de dérivée nulle, et elle n’est pas constante. Ceci peut arriver lorsque 1’on résout des équations aux dérivées
partielles aussi simple que (E). Ceci n’est plus possible si I’on travaille sur une partie convexe de R?. Dans la suite
du cours nous ne nous préoccuperons plus de ce genre de problémes qui peuvent exister.

5.2.1 EDP linéaires d’ordre 1 a coefficients constants

Définition 5.9 Ce sont les équations aux dérivées partielles de la forme

dp  ,0p
E):a— — =
(B): 058 + 855 = b(w.9.¢)
ol « et 3 sont des réels.
Cas tres particulier :
dp
E): — =
(B): 5, =0

Les solutions sont les fonctions ¢(z,y) = k(y) ou k est une fonction quelconque d’une variable. Si I’on veut se
limiter aux solutions de classe C', il faut prendre & quelconque de classe C'.
Cas particulier :
g
FE): — =9y
(B): 22 = u(a,)
en intégrant par rapport a x on trouve que les solutions sont les fonctions de la forme

T
ploy) = [ vlae)de+ k)
ou k est une fonction quelconque.
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Exemple 5.20 Résoudre W = 3%, en intégrant par rapport A & on trouve
ola.y) = ¥ 1 k(y)
) 3y

Exemple 5.21 Résoudre 8—“’ o(z,y)e3®Y. ce que I’on peut écrire

Oz _ 3wy

on fixe y et I’on intégre en x, on obtient donc
In | p(z,y) |= o™ + k(y)
3y

d’ou
1 37y
p(z,y) = h(y)es*
Cas général : On se ramene par un changement de variable linéaire au cas g‘p = Y(z,y, ). Pour cela il suffit de

Poser{ v;y+ W et plz,y) = €(u,v) = £(z + by, y) on a alors :

Do _ OEdu | OE v _ OE
9o~ Qg T %% o
— U —
Oy — Oudy + ov oy au
(E) est donc équivalente a I’équation :
85 98, L 95\ _
qui s’écrit encore
0 0
(a—i—aﬁ) 3 —i—ﬁ f = (u—av,v,§)
11 suffit alors de choisir a tel que le coefficient de % soit nul.
Exemple 5.22 Résoudre I’équation :
G0% | S0
E):2~-+4+3-—-=3
(E):2 Ox + dy 4
u=x-+ay y s . L. N
On commence par poser v =y et o(z,y) = &(u,v) = &(z + ay, y) I’équation (E) est équivalente a
0¢ o€
243a)—~+3=—=>=3
(24 30)5, T35, =%
posons a = —2 on a alors :
23
3=~ =3
ov §
donc

§(u, v) = k(u)e”

ou K est une fonction quelconque, finalement en remplacant u et v on obtient :

p(z,y) = k(3z — 2y)eY

par exemple les fonctions e3(=%1) et (32 — 2y)e3*~2e3(—2HY) = (32 — 2y)e¥ sont solutions de I’équation (E)
respectivement pour k(u) = 1 et k(u) = ue®.
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5.2.2 [EDP linéaire d’ordre 1, changement de variable

Remarque 5.13 1l existe une méthode générale, qui dépasse le niveau de ce cours pour trouver de bons changements
de variables lorsque les coefficients ne sont pas constants

Op | ,0p
E):a— — =
(E) g +Bay V(. y, )
ou « et § sont des fonctions de x, y et .

Exemple 5.23 Résoudre, en effectuant un changement de variables polaires I’EDP

x = rcos(0)

y = rsin(p) &0 =e(xy), onaalors

On pose {

0 _ 0pdx 4 090y _ %9 | qin(p)2e
gg = geor + 2 o = cos(0) 52 ;—sm(@) o
o Iy _ : ¢ @
56 = o 06 T oo g0 = —rsin(0) 55 + rcos(6)5E
Cr

d’ol I’on déduit facilement par la méthode de Cramer par exemple :

g—i = cos(9)§—§ - %sin(&)%
5t =sin(0) 5 + %cos(@)a—g
ce qui en remplacant dans 1’équation de départ donne :
06 L OE\ (0 08 |
cos(0) <r cos(0) o sin(6) 80) + sin(6) (7" sm(@)ar + cos(&)ae = rsin(0)¢
ce qui donne
rgf = rsin(0)&
soit encore
0¢
or — sin @
§

qui s’intégre en
In |£(r, 0)] = rsinf + k(0)

finalement puisque § = arctan (%), les solutions sont les fonctions
Y
pl,y) = k(_)e?

ou k est une fonction dérivable quelconque. On vérifie facilement que ces fonctions sont bien des solutions de I’EDP.

ZBmAeQamiSZ
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